
Lecture 9: ⼀阶⽪亚诺算术

熊 明

1 学习目标

(1) 熟悉⼀阶⽪亚诺算术的公理

(2) 熟悉⼀阶⽪亚诺算术中的推导

(3) 尤其是，熟悉⼀阶⽪亚诺算术中的数学归纳法

2 引导问题

(1) ⼀阶⽪亚诺算术有哪些公理或公理模式？

(2) 归纳公理模式是什么？

(3) 试⽐较归纳公理模式与数学归纳法。

(4) 归纳公理模式⼤体上对应了第⼀数学归纳法原理。第⼆数学归纳法原

理在⼀阶⽪亚诺算术中对应的模式是什么？

(5) 你能从归纳公理模式，推导出刚刚提到的模式吗？
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3 教学纲要

基本推导：

例子 3.1 证明：PA ⊢ 1+ 2 = 3

归纳模式的应⽤：

例子 3.2 证明 PA ⊢ ∀v1(¬v1 ≡ 0 → ∃v2(v1 ≡ Sv2))

例子 3.3 证明：

(1) PA ⊢ ∀v1∀v2(Sv1 + v2 ≡ v1 + Sv2)

(2) PA ⊢ ∀v1∀v2(v1 + v2 ≡ v2 + v1)

例子 3.4 证明：

(1) 若 i+ 1 = k，则 PA ⊢ Si ≡ j。

(2) 若 i+ j = k，则 PA ⊢ i+ j ≡ k。

(3) 若 i× j = k，则 PA ⊢ i · j ≡ k。

(4) 对任意闭项 t 和⾃然数 n，若 N |= t ≡ n，则 PA ⊢ t ≡ n。

4 课后任务

问题 4.1 证明：

(1) PA ⊢ ∀v(v · 1 ≡ v)
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(2) PA ⊢ ∀v1∀v2(v1 · v2 ≡ v2 · v1)

问题 4.2 证明：

(1) 若 i = j，则 PA ⊢ i ≡ j。

(2) 若 i ̸= j，则 PA ⊢ ¬(i ≡ j)。

问题 4.3 ⽤“x|y”表⽰ ∃zy ≡ x · z。证明：

(1) PA ⊢ 2|4

(2) PA ⊢ ∀v(1|v)

问题 4.4 证明：

(1) PA ⊢ ∀v¬v < 0

(2) PA ⊢ ∀v1∀v2(v1 < Sv2 ↔ v1 < v2 ∨ v1 ≡ v2)

问题 4.5 对任意⾃然数 k，证明：PA ⊢ ∀v(v < k ↔ v ≡ 0∨ . . .∨ ≡ k − 1)。

注意，当 k 等于 0 时，约定 ↔ 右边的析取式为 ⊥。
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