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空间观念的基本构成与培养
———兼谈美国如何发展学生的空间观念

王林全

(华南师范大学 　510631)

发展学生的空间观念 ,对于帮助他们理解、解

释和欣赏我们现实的几何世界是十分重要的.培养

学生的空间观念 ,是中学生数学课程的主要目标之

一.美国在推理能力的训练比我国弱 ,而在发展学

生的空间观念方面比我国有较高的要求 ,他们的许

多理念和做法很有参考价值.

1　空间观念的基本成分

学生的空间观念是与学习者对图形及其相互

关系的感知、识别、判断、操作、表述、建构、想象、变

换及其运用紧密联系在一起的.在中小学的数学学

习中 ,空间观念应该含有如下基本成分.

111　图形的识别与理解能力

学校数学课程要求学生正确识别图形 ,理解图

形的特征性质 ,根据图形特征把它与其它图形区别

开来 ;能够由实物的形状想象出相应的几何图形 ,

又由几何图形想象出实物的形状.对图形的识别与

理解 ,是空间观念的基础.

例 1　对特殊平行四边形性质的思考

在课本中往往从四边形对边的关系或对角的

关系来定义平行四边形. 其实 ,也可以用对角线为

线索 ,思考各类特殊的平行四边形的性质 ,使之与

其他类型的四边形相互区别.

图 1　从对角线的角度 ,思考特殊的平行四边形

表 1　对特殊平行四边形对角线的性质的思考
特殊四边形

的种类

对角线总能

互相平分吗 ?

对角线总能

相等吗 ?

对角线总能

互相垂直吗 ?

平行四边形 是 ? ?

矩形 是 ? ?

菱形 是 ? ?

正方形 是 ? ?

观察条件 x ≤ f ( x) ≤ x2 + 1
2

,

容易发现 1 ≤ f (1) <
1 + 1

2
= 1 ,

所以 f (1) = 1 ;又因为 f ( - 1) = 0 ,所以

f (1) = a + b + c = 1

f ( - 1) = a - b + c = 0
, b =

1
2

, c =
1
2

- a

所以 f ( x) = ax 2 +
1
2

x +
1
2

- a ,它将满足 (1)

式 ,推出

0 < a <
1
2

(1 - 4 a) 2 ≤0

(1 - 4 a) 2 ≤0

,故 a =
1
4

所求二次函数为 f ( x) =
1
4

x2 +
1
2

x +
1
4

.

解法 2　观察条件 x ≤ f ( x) ≤ x2 + 1
2

,

容易发现 1 ≤ f (1) ≤1 + 1
2

= 1 ,

所以 f (1) = 1又因为 f ( - 1) = 0 ,

故设二次函数为 f ( x) = a( x + 1) ( x - 1) +
x + 1

2
,

即 f ( x) = ax 2 +
1
2

+
1
2

- a.下同解法 1 .
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112　图形的分解与组合能力

中学生应该具有对图形的观察、分析、分解和

组合能力 ,包括能够从较复杂的图形中分解出较简

单的图形 ,又能够把若干简单的图形组合为复杂的

图形.这种能力是空间观念得以健康发展的基本条

件.

113　图形的建构与探索能力

中学生应该具有对图形阅读、探究与理解能

力.包括能够读懂和画出草图 ,读懂、用尺规方法以

及动态软件画出图形.包括 :平面图、简单立体图形

的三视图、透视图、截面图、表面展开图. 根据坐标

描出点的位置 ,根据点的位置写出该点的坐标. 中

学生应该掌握推理和证明的基本方法 ,能够根据图

形的某些已知的性质探索推导它的其他性质.良好

的图形建构与探索能力 ,是空间观念发展的标志.

114　对图形的运动与变换的欣赏

学生对图形的运动的认识逐步深化 ,这是他们

空间观念逐步成熟的前提.高中生把对变换的认识

扩大到位似 ,并且能够定量的方法 ,例如向量的方

法、矩阵的方法描述图形的变换.

115　利用几何直观解决问题能力

几何直观就是根据问题的条件 ,利用适当的图

形、图像描述数学对象 ,描述其他学科以及日常生

活的问题 ,思考解题思路 ,预测所得结果.几何直观

为利用图形的性质解决问题创造了有利条件.运用

几何直观的能力 ,是空间观念成熟的标志.

例 2　探索立体图形表面中两点间的最短路线

已知 (a) AB CD - EFG H 是棱长为 a的立方体

木块 ,在顶点 D有一点食物 ,一只蚂蚁正在棱 EF的

中点 I上.求蚂蚁经过立方体表面或沿着棱到达点

D的最短路线的长. ( b) 正四面体的棱长为 a ,点 N ,

O分别为对棱 P K , L M的中点 ,求由点 N出发 ,经过

表面到达点 O的最短路线的长.

图 2　(a) 立方体中

两点间的最短路线

　

(b) 正四面体中两点

间的最短路线

学生可以通过实验试探不同的路线 ,通过测量

找出最短路线 ;也可以通过几何直观 ,把相邻的两

个侧面展平 ,再求出展开图中 N , O两点间最短线路

的长.前者需要用勾股定理 ,后者需要利用菱形的

性质.

2　空间观念的阶段特征

空间观念与其他数学能力共同发展 ,相辅相

成.在不同的学段 ,学生的空间观念呈现不同的发

展特征.

211　空间观念的启蒙阶段 —图形的操作与感知

小学生的空间观念开始建立 ,能够使用一些非

正式的语言说明图形某些特点.通过观察、触摸、实

验和操作逐步感知、识别各种几何图形 ,他们的空

间观念 ,随着数学经验的积累与丰富 ,逐步打下初

步的基础 ;六岁左右的儿童 ,已具备对图形的认识

能力 ,小学低年级是几何启蒙的最佳时期. 小学生

应该初步认识二维、三维基本几何图形的名称、形

状、性质和特点.

212　空间观念的形成和发展阶段 —图形的认识

与推理

初中生处于空间观念的形成和发展的关键阶

段.他们应该能够学会用演绎推理 ,并能用正式的

数学语言阐述与解决数学问题. 在对图形的观察、

实验和研究的基础上 ,建立某些猜想 ,学会用演绎

方法证明某些数学命题 ,能够对解决问题的过程作

出有说服力的解释. 初中生应该理解定义、公理和

定理在数学推理中的作用 ,通过推理论证 ,促进对

图形特征更深入的理解 ,导致空间观念的进一步发

展 ,初中阶段的末期 ,学生的空间观念建立起来 ,能

够初步形成合理的几何直观.

213　空间观念的完善与运用阶段 —图形的联系

与建构

高中生的空间观念有待继续完善.他们有可能

对图形进行更多独立的探索 ,从中能体会推理和证

明在数学理解方面的作用.

运用动态几何软件 ,有助于研究图形运动的特

点与规律 ;利用坐标方法 ,把曲线和方程联系起来 ;

通过探索动点运动的规律 ,并用轨迹方程予以表

示 ;利用向量的方法 ,也能够探索图形的几何特征

及数量关系 ,灵活运用数形结合方法 ;通过对几何

变换的研究 ,能够发现图形运动的某些不变性质.

学生空间观念的发展不是同步的 ,各个阶段之

间并不存在明显的界线 ;每个阶段的学习 ,都是上
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一学段认知的强化 ,又为下一学段的作出铺垫. 发

展空间观念要根据学生的实际水平有针对性地进

行.

3　发展空间观念的教学要领

学生的空间观念应该建立在他们对图形丰富

的感性认识的基础上. 为了建立这种认识 ,要让学

生从低年级开始 ,就通过多种途径感知与认识图

形、模型与实物.能观其外形 ,触其表面 ,读其名称 ,

辨其特征 ,分拆重组 ,进行分类. 在实验与操作中 ,

让学生有充裕的时间 ,建立有关几何图形的表象.

311　加强实验操作 　发展直观感知

在实验与操作的基础上 ,认识图形的特征性

质 ,开展有关几何关系的数学论理 ,包括归纳推理

和演绎推理. 直线的平行与垂直 ,图形的全等与相

似 ,是空间关系的重要组成部分.

例 3　从制作风筝引起的猜想

观测图 3 右边几个相似的小三角形 ,把它们贴

成左图风筝的形状. 研究这些相似三角形的对应

角、对应边长比、对应周长比、对应面积比 ,得到什

么发现 ?

以上探索能给学生提供许多机会 ,使他们发展

并评价所得到的猜想. 学生们可以发现并概括相似

三角形的许多性质.他们可以利用动态软件验证猜

想 ,用规范的数学语言表述猜想 ,还可以用演绎推

理的方法证明其猜想.

图 3　由重叠相似三角形制作风筝所引起的猜想

312　说明图形的定位 　描述空间关系

小学生非正式地学习几何变换 ,在诸如弹射、

转动、滑动和放缩等运动中 ,描述图形的大小、位置

和方向.初中生从图形全等和空间定位的角度学习

平移、旋转和轴对称.在动态软件的帮助下 ,从定量

方面了解几何变换的性质 ;高中生进一步学习变换

的合成及变换的数学表示.

例 4　对反射与旋转的探索

教师分别向学生展示轴对称和旋转的图形 ,并

让学生观测分析 :

(1) 在反射变换中 ,原象与象与反射轴有何位

置关系.如图 4 ( a) ,

(2) 在旋转变换中 ,原象与象与旋转中心的联

系 ,如图 4 ( b) .

利用动态软件 ,学生可以看到 ,在反射变换中 ,

每一组对应点与反射轴的距离相等 ,每组对应顶点

的连线被反射轴垂直平行 ;如图 4 ( a) 所示 , CG =

C′G , CC′⊥ EF ;类似地 ,在以点 K为中心的旋转变

换中 ,对应顶点与变换中心 K的距离相等.每一组

对应顶点关于对称中心的张角等于旋转角、如图

4 ( b) 所示.

图 4　学生利用动态软件探索反射( a) 旋转(b) 的结果

313　注意逆向思维 　多方表示变换

既可以给出已知图形 ,要求学生根据变换的定

义和性质 ,作出变换的象 ;也可以根据原象和象 ,反

思相应的变换 ,从而促进学生空间观念的灵活性.

例 5　如图 5 ,已知三组全等图形.试分别为每

组全等图形确认相应的变换 ,使得根据这个变换 ,

从一个图形变为该组中另一个图形.

图 5　全等图形是由什么变换产生的 ?

具有丰富几何变换经验的学生 ,可以看出第一

组图形与反射变换相联系 ,第二组图形与平移变换

相关 ,而第三组图形既可以与反射变换相关 ,也可

以与旋转变换相关.教师可以建议学生更精确地描

述这些变换 ,例如 :对于第一组图形 ,确定对称轴的

位置 ;对于第二组图形 ,确定平移距离和方向 ;对于

第三组图形 ,确定旋转中心和旋转角 ,等等.在研讨

的过程中 ,学生将对几何变换产生更深入、更灵活

的理解.例如 ,对于第二组图形 ,所对应的变换 ,是

沿着与水平线成 45°角的平移 , 平移的距离是

1 . 5cm.
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高中生应该学习用多种办法表述变换 ,包括利

用矩阵说明变换. 用函数符号表示变换 ,理解变换

合成的效果. 无论哪一个年级 ,都要注意对称性在

艺术上和建筑方面的应用.

314　重视维数转化 　突出内在联系

传统的教材把几何内容划分为平面几何、立体

几何、平面解析几何、空间解析几何.这样做有利于

分别探讨二维图形与三维图形各自的性质 ,然而这

样做又往往忽视了不同维数的紧密联系和转化.美

国数学课程重视二维、三维图形的转换 ,它们是被

联系在一起学习的. 例如 ,小学生能够用纸制的展

开图包封三维图形 ,通过平面图形折叠造成三维图

形 ;初中生通过剖截面和展开图 ,使三维图形转化

为二维图形 ,并说明一个立体的俯视图和侧视图 ;

而高中生则要求根据给定的正视图、侧视图画出相

应的结构图. 这就会对学生的能力形成挑战 ,促使

他们的空间想象力健康开展.

例 6　给出一组立方体积木结构的侧视图和正

视图 ,分别如图6 ( a) ,图6 ( b) 所示.试利用方块积木

构造出符合条件的图形.

图 6　积木结构的视图

3 - 5年级学生能够确定 ,是否有多于一个建筑

物同时满足上述两个条件.初中生应该思考至少需

多少积木才能构成符合条件的图形.学生惊喜地发

现 ,至少需六块积木 ,就能够构成满足条件的积木

结构.如图 6 ( c) ,就是符合题目要求的结构图的一

个俯视图 ,方格内的数字是在该位置上堆积的立方

积木数.事实上 ,满足条件的图形不只一个 !

315　联系现实生活 　渗透数学思想

美国数学教学涉及较宽阔的知识面 ,而且有较

强的生活气息. 例如图论与优化问题 ,我国在高中

选修4 - 8才学习 ,而当前开设该选修专题的学校并

不多见.然而 ,类似的网络问题 ,却是美国初中数学

的内容.

例 7　卡罗琳的收款路线.卡罗琳的工作是定

期到附近几个停车场的收款机收集停车主所缴纳

的停车费.她想寻找一条有效的收款路线 ,使得起点

和终点都在同一处 ,而且所有街道都只走过一次.

(1) 如图 7 ( a) 指出她所需要走过的街道 ,试求

她所想要走的合理路线 ;

(2) 如图 7 ( b) ,比图 7 ( a) 增加一条街道 BG ,因

而卡罗琳需要经过的街道也增加了.你能够找出一

条有效的路线把新增的街道也包含进去吗 ?

图 7　利用网络解决有效路线问题

为了说明网络的效用 ,可以让学生思考图 7 (地

图 a、地图 b) 所示的问题.教师可以要求学生在地图

a中决定一条或几条卡罗琳可以使用的收款路线.

鼓励学生说出各自的解答 ,让同学分享.如图 a ,按

照顺序 AB CD E FGA 就是一条有效路线.学生还要

说明他们是如何找出这些路线的.学生应该注意到

每一条路线的始 ———终点 ,确定他们所找到的不同

有效路线的数目.

然后 ,教师又让学生对于地图 b寻找有效路线.

学生最后断定 ,在地图 b,找不到适合问题条件的路

线.为了解决学生的困惑 ,教师可建议他们计算与

每个节点相联的路径数 ,让学生理解找不到适合条

件路线的原因. 上述这类课外探究活动 ,为在高中

学习哈密顿迴路问题作了有益的铺垫.

4　美国教学经验的若干启示

(1) 空间观念作为数学课程的主线 ,起步早 ,坡

度缓 ,循环多 ,方法活 ,由浅入深 ,逐步培养 ;

(2) 例题生活气息浓 ,题材新颖 ,适合青少年学

习心理特点 ;

(3) 突出数学的内在联系 ,渗透近现代的数学

思想 ,含而不露 ,入口浅而寓意深 ;

(4) 用多种语言分别表达同一数学对象 ,使学

生领悟数学的多样性与统一性.
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