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，１＜ｈ＜ｋ＜ｎ

，^

Ｔ
（

ｒ
， ｆｊ ）

＝
ｏ

｛
Ｔ

（

ｒ
，

ｅｘｐ ｛ ｇｈ ｇ ｋ ｝ ） ｝ （

ｒ—〇〇
，
ｒ
雀
Ｅ

）

这里 ＥＣ （

１
，

ｏｏ
） 有有限线测度或有限对数测度 ， 则 厶 （

ｚ
）
ｅ ０

，ｊ
＝１

，

． ．

定理 ２ ． １ 的证明 已知 ３ （

ｚ
） 和 ／ （

ｚ
）
ＣＭ 分担 ０

，

１
，

〇〇
， 故

１

＝ｅ
／
３

（
ｚ

）

／Ｗ
１
 ’

其中 ａ
（

ｚ
） 和 ／

３
（

ｚ
） 是多项式 ． 由 引理 ２ ． ４ 可知 （７

（ ／ ）
＝＜〇〇 ．

假设 ／ （

ｚ
） 吴办 ） ， 我们将证明 ㈨ 或 Ｍ 成立 ．

（

２ ． １
）

（

２ ． ２
）
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为了简便 ， 将 ＋２
） ，

ａ
（

ｚ＋ｌ
） ，

ａ
（

ｚ
） 分别记为５ ， ４ ａ

；
 ／

３
（

ｚ＋２
） ， ／

３
（

ｚ＋ｌ
） ， ／

３
（

ｚ
） 分别记为

氛 Ａ ／
？ ． 由 ／ （

ｚ
） 吴 ３ （４ 可知 ｅ

ａ

吴 １
，

＃ 吴 １ 以及 ＃ 吴 １ ． 因此 由 （

２ ． １
） 和 （

２ ． ２
） 可以得到

， （

Ｚ
）
＝

ｅ
ａ

ｅ ／
３

． （

２ ． ３
）

将 （

２ ． ３
） 代入方程 （

１ ． １
） ， 可得

， 、

１ ｅ
， ， 、

１ ｅ
卢 ， 、

１ ｅ
卢

Ｐ ２ （

Ｚ
）

＾Ｊ
＋ Ｐ １ （

Ｚ
）

＾？
＋ Ｐ ０ （

Ｚ
）＾＾

＝
〇 －

由此得出

Ｐ ２ （

ｚ
） （

ｅ
ａ＋ ＆

 十 卢
ｅ
ａ十卢

＋ ｅ
卢十卢

ｅ
ａ＋＆十 卢

＋十卢十卢
＋ ｅ

ａ＋卢十卢
ｅ
卢十 卢十 卢

）

＋Ｐ ｉ （

ｚ
） （

ｅ
ａ＋ ５ 十 卢

ｅ
ａ十卢

＋ ｅ
卢十 卢

ｅ
ａ＋３十卢

＋十 卢十 卢
＋ ｅ

ａ十卢十卢
ｅ
卢十 卢十 卢

）

＋ｐ 〇
（

ｚ
） （

ｅ
ａ＋ ａ

ｅ
ａ＋ ＾

ｅ
ａ＋＾

＋ ｅ
ａ＋ａ＋ ／

３

＋ ｅ
５＋ ／

３＋ ＾
＋ ｅ

ａ＋ ／
３＋＾

ｅ
Ｐ＋ Ｐ＋ Ｐ

）
＝

〇 ． （

２ ． ４
）

我们断言 ｄｅｇ ａ
＝

ｄｅｇ ／
３ ． 否则 ， 假设 ｄｅｇ ａ＜ｄｅｇ ／

３
， 将 （

２ ． ４
） 写成

｛ｐ ２
｛

ｚ
）
＋ ｐ ｉ （

ｚ
）
＋

ｐ〇 （
ｚ

） ）

ｅ／
＋＾ ２

１
３

ｅ
３

／
３

＋ ｗ １ １
ｅ
２

／
３

＋ ｗ＾ ｅ
１
３

＋ ｗ １ ３
＝

０
，

其中系数 （巧⑷ 十 仍⑷ ＋ 列⑷ ）

＃＋＠ 和 〇

＇

＝１
，

２
，

３
） 都是 ＃ 的小函数 ． 由假设 Ｐ ２ （

ｚ
）
＋

Ｐ ｌ
（

ｚ
）
＋ Ｐ０

（

ｚ
） 吴 ０ 以及引理 ２ ． ５ 得到不盾 ．

假设
ｄｅｇ

ａ＞ｄｅｇ ／
？

， 将 （

２ ． ４
） 写成

Ｗ
２ ｉ

ｅ
２ ａ

＋ ｗ ２ ２
ｅ
ａ

＋ ｗ ２ ３
＝

〇
，

其中

ｗ
２ ３
＝

ｐ ２
（

ｚ
） （

ｅ
ｌ
３＋ ＾

ｅ
／
３＋ ＾＋＾

）
＋ ｐ ｉ

（

ｚ
） （

ｅ
／
３＋＾＋

ｐ 〇
（

ｚ
） （

ｅ
＾

ｅ
＾＾

） ， （

２ ． ５
）

所有系数 Ｃ？
＝１

，

２
， 
３

） 都是 ｅ
ａ

的小函数 ． 由 引理 ２ ． ５
， 得到

忉
２ １
三 忉

２ ２
三 忉

２ ３
三 〇 ．

如果 ／
？ 是常数 ， 则 由 （

２ ． ５
） 可知

ｅ
２

／
３

（

ｌ ｅ／
） （ｐ ２

（

ｚ
）

＼ ｐ ｉ
（

ｚ
）

＼ ｐ 〇
（

ｚ
） ）

＝
０ ．

由此得到 Ｐ ２ （

ｚ
）
十 Ｐ ｉ （

ｚ
）
十 Ｐ ｏ （

ｚ
）

三 〇
， 与假设不盾 ．

如果 ／
？ 不是常数 ， 则将 （

２ ． ５
） 写成

（Ｐ ２
（

ｚ
）

＼ ｐ ｉ
（

ｚ
）

＼ ｐ 〇
（

ｚ
） ）

ｅ
＾ ＾ ２

ｆ
３

ｅ
３

ｆ
３

＋ｗ ３ ｉ
ｅ
２

ｆ
３
＝

０
，

其中所有的系数都是 ｅ
〃 的小函数 ． 由 引理 ２ ． ５ 仍然可以得到不盾 ． 因此证明了ｄｅｇ ａ

＝ｄｅｇ ／
？ ．

由于 ／Ｗ 是超越的 ， 由 （

２ ． ３
） 可知 ａ 和 ／

？ 不能同时为常数 ． 因此 ｄｅｇ ａ
＝ｄｅｇ ／

？２１ ． 令

ａ．
＝ａ

ｎ
ｚ
ｎ


＼
ａ

ｎ ＼
ｚ
ｎ １

＋
？ ？  ？

＋ａ 〇
，

ｆ
３
＝ｂ

ｎ
ｚ
ｎ


＼
ｂ
ｎ ｉ

ｚ
ｎ １

＋
？ ？ ？

＋ ６ 〇
， （

２ ． ６
）

其中 兴 〇
，

几 ＝ ｄｅｇ 

ａ＝ｄｅｇ ／
？ 是正整数 ．

将 （

２ ． ４
） 写成

ｗ；

４ ｉ
ｅ
２ ａ

＋ｗ＾
ａ

Ｊ
ｒ ＾

＋ ｕ ＾

４ ３
ｅ
２

／

（３

＋ ｗ＾ ｅ
２＾ １

３

＋ ｗ＾ ｅ
ａ＋ ２

／
３

＋ ｕ ＾

４ ６
ｅ
３

／

３
＝

０
， （

２ ． ７
）
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其中

Ｗ ４ ｉ
＝

Ｐ ２
（

ｚ
）

ｅ
ａ ａ

＋
Ｐ ｌ

（

ｚ
）

ｅ
ａ ａ

＋
ｐ 〇

（

ｚ
）

ｅ
ａ＋ ａ ２ ａ

，

Ｗ ４ ２
＝

Ｐ ２ （＞ ） （

ｅ
ｓ ａ

＋ ｅ
卢 卢

） ｐ ｉ ｐＸ ｅ
５ ａ

＋ ｅ
’

勹 ｐ 〇
（

ｚ
） （

ｅ
ｓ十卢 （

ａ＋ ／
３

）

＋ ｅ
ａ＋’ （

ａ＋ ／
３

）

） ，

Ｗ ４３
＝

Ｐ ２
｛

ｚ
）

ｅ
＾ １

３

＋ ｐ １
（

ｚ
）

ｅ
＾ １

３

＋
ｐ 〇

（

ｚ
）

ｅ
＾＋＾ ２

１
３

，

ｗ ４４
＝

ｐ ２
｛

ｚ
）

ｅ
ａ＋＾ ｉ

－

ａ＋ ｆ
｝

）
ｐ ｉ

（

ｚ
）

ｅ
５＋ ＾ （

ａ＋ ／
３

）
ｐ 〇 （

ｚ
）

ｅ
ａ＋ ａ ２ ａ

，

Ｗ ４ ５
＝

ｐ ２ （＞ ） （

ｅ
ａ＋Ｓ （

ａ＋ ／
３

）

＋ ｅ
私 ２

／
３

）
＋ ｐ １

（

ｚ
） （

ｅ
ｓ十卢 （

ａ＋ ／
３

）

＋ ｅ
私 ２

／
３

）

＋
ｐ 〇

（

ｚ
） （

ｅ
ｓ十卢 （

ａ＋ ／
３

）

＋ ｅ
ｓ＋》 （

ａ＋ ／
３

）

） ，

ｗ ４ ６
＝

｛ｐ ２
｛

ｚ
）
＋ ｐ ｉ

｛

ｚ
）
＋

ｐ 〇 （
ｚ

） ）

ｅ／＋＾ ２
／
３

． （

２ ． ８
）

为了将引理２ ． ５应用于 （

２ ． ７
） ， 我们需要讨论ａ＋

 ／
？

，

２？＋
 ／
？

，

ａ＋ ２
／
３

，
ａ

 ／
？

，

ａ ２
／
３

，
２？ ３

／
３

和 ／
？ ２ａ 的次数 ． 因此将讨论分成 ８ 种情形 ．

情形１ｄｅｇ （

ａ十 ／
？

）
＝

ｄｅｇ （

２ａ十 ／
？

）
＝

ｄｅｇ （

ａ十２ ／
？

）
＝

ｄｅｇ （

ａ
／
？

）
＝

ｄｅｇ （

ａ ２
／
？

）
＝

ｄｅｇ （

２ａ

３
／
３

）
＝ｄｅｇ （ ／

３ ２ａ
）
＝

ｎ ．

令 如 ＝ ２ａ
， 似 ２

＝
ＣＫ 十

Ａ２４３
＝

物
＝ ２ 〇 ； 十

Ａ７４ ５
＝

〇 ； 十 ２
／
？ 及 軸 ＝ ３

／
？

， 由 （

２ ． ７
） 可得

Ｗ
４ ｉ

ｅ
ｑ ４ １

＋ Ｗ ４ ２
＾
ｑ ４ ２

＋ｔ〇４ ３
ｅ
ｇ４ ３

＋ｔ〇４ ４
ｅ
ｇ ４ ４

＋ ｗ＾ ｅ
ｑ ４ ５

＋ｗ＾ ｅ
ｑ４ Ｑ＝０ ． （

２ ． ９
）

不难验证 ，
对于 １ 乞 ｊ 乞 ６

，１ 乞 ｈ＜Ａ ： 乞 ６
， 有

ｒ
（

ｒ
，

ｕ＾ ）
＝ （

ｒ＾００
）

．

由 （

２ ． ９
）
以及引理 ２ ． ５

， 可知 切４ ６
三 ０ ． 因此由 （

２ ． ８
） ， 得到 ｐ ２

（

２
〇＋ Ｐ ｉ

（

２
〇＋ ｐ ０

（

２
〇
三 ０

， 不盾 ．

情形
２ｄｅｇ （ ／

？ ２ａ
）＜ｎ ．

由 （

２ ． ６
） 知６ｎ

＝２ ａ
ｎ

． 将 （

２ ． ７
） 写成

／

Ｗ
４ｚ ｌ
＾

ａ＂

ｎ
Ｚ
ｎ

Ｊ
ｒ ＾ ａ＂

ｎ ｌ
Ｚ
ｎ

ｙｊ＾＾
ａ
ｎ
Ｚ
ｎ

ｊ
ｒ （

ａ
ｒｉ ｉ

Ｊ
ｒ ｂ ｒｉ ｉ ）

ｚ
ｎ １

Ｈ
—

十 切
ｌ

１

Ｈ
—

＾ｊｊ＾＾
ｃｉ
ｎ
Ｚ

ｒｉ

＼ （
２ ａ ｒｉ ｉ ＼

ｂ ｒｉ ｉ ）

ｚ
ｒｉ １

 —

十 切
＋ ｉ ＋ ２ ｂ

？ｘ １
１
—

ｗ ４ ６
ｅ
６ ａ ｎ ｚ

ｎ

＾ ３ ｂｎ ｉ
ｚ
ｎ １

＾
＇ ＂

＝ ０ ． （

２ ． １ ０
）

＾ｔ〇
５ １

＝Ｗ
４ ： ｉ

ｅ
２ ａ ｎ ｌ

Ｚ＋ 

—  —  —

，

切
５ ２

＝ｔ〇
４ ２

ｅ
（
ａ

？ｘ １ ＋ 

６
ｉｘ ＋ 

—  —  —

，

切
５ ３

＝ 切 ４３
ｅ
２ ６

ｉｘ Ｐ＋ 

—  —  —

，

切
５ ４

＝

肌
４ ４ ｅ

（
２ ０
－ ｉ ）

’
丨

＋
…

，

切
５ ５

＝ 肌
４５

ｅ
（
°
－ ｉ ＋Ｕ’

丨

＋
…

， 并注意到 （

２ ． ８
） ， 可以进

一

步将 （

２ ． １ ０
）

写成

ｕ＾ ｅ
２ ０
－
’

十 ｕ＾ ｅ
３ ０
－
’

十
（

切
５ ３十 切

５ ４＞
４‘’

十 ｕ＾ ｅ
５ ０
－
’

（Ｐ ２ （

ｚ
） ＼ ｐ ｉ （

ｚ
） ＼ ｐ 〇 （

ｚ
） ）

ｅ
＾＾ ２

ｆ
３

ｅ
３ ｂ ｎ ｌ

ｚ
ｎ １

＋
＾

ｅ
６ ａ ｎ Ｚ

ｎ

＝
０ ． （

２ ． １ １
）

不难看出 （

２ ． １ １
） 满足引理 ２ ． ５ 的条件 ． 因此 Ｐ ２⑷ 十 Ｐ ｌ⑷ 十 Ｐ ｏ⑷ 三 ０

， 不盾 ．

情形
３ｄｅｇ （

ａ十  ／
？

）＜ｎ ．

情形
４ｄｅｇ （

２ 〇 ； 十  ／
？

）＜ｎ ．

情形５ｄｅｇ （

ａ十 ２
／
５

）＜ｎ ．

对以上 ３ 种情形 ， 使用与情形 ２ 类似的证明 ， 分别将 （

２ ． ７
） 写成

ｕ＾ ｅ
２ ０＾

＂

十 切
６ ２十 切

６３ ｅ
２ ａ’

＂

十 切
６ ４ ｅ

ａ’
＂

十 切
６ ５

ｅ

｛Ｐ ２ ｛

ｚ
）
＾ Ｐ ｉ （

ｚ
） ｊ ｐ 〇 （

ｚ
） ）

ｅ／＾
２

／
３

ｅ
３ ｂ－ ｌ

ｚ
ｎ １

＋
－

ｅ
３ ａ － ｚ

ｎ

＝
０

，
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ｗ
ｒ ｌ

ｅ
２ ａ ｎ Ｚ

ｎ

＋ ｗ ｒ ２
ｅ

ａ
ｎ
Ｚ
ｎ

＋ ｗ ７３ ｅ
ｉ ａ ｎ Ｚ

ｎ

＋ ｗ ７ Ａ＋ ｗ ７ ５
ｅ

３ ａ ｎ Ｚ
ｎ

（ｐ２
（

ｚ
）
＋ Ｐ ｌ

（

ｚ
）
＋ ｐ 〇

（

ｚ
） ）

ｅ
卢十 ２

／
３

ｅ
３ ６ ＂ １

２
＂ １

十
…

ｅ
６？Ｚ＝０

和

ｗ８ １
ｅ ＋ｗ８ ２

ｅ ＋ ｗ ８３ ｅ
２ ６

＂
ｚ

ｒ ｌ

＋ ｗ ８４ ｅ ＋ｗ ８ ５

（ｐ ２
（

ｚ
）＋ Ｐ ｌ

（

ｚ
）
＋

ｐ 〇
（

ｚ
） ）

ｅ
＾ ２

ｌ
３

ｅ
３ ｂ
— ｌ

Ｚ
＾ １

＋
＾

ｅ
３ ｂ

－
ｚ
ｎ

＝
０ ．

由 引理 ２ ． ５ 可以得到 ｐ ２ （＞ ）
＋ Ｐ ｉ （＞ ）＋ Ｐ ｏ （＞ ）

三 〇
， 不盾 ．

情形
６ｄｅｇ （

ａ
 ／
？

）＜ｎ ．

此时 ａ
ｎ
＝如果 《 ■＝１

， 则

〇ｌ
＝

ｄ
＼
ｚ

＼
ｆｌ

〇
，ｆ

３
＝

ｄ
＼
ｚ

＼
６

〇
，

其中 〇４＃
０ ． 因为 ｅ

？

吴 ｅ
〃

， 所以 ｅ
６ 。

＃
ｅ＇ 由 （

２ ． ３
） ， 得到

ｍ
＝

０
？

〇
０

＾
０

（

ｅ
ａ

ｉ
ｚ


ｅ
６ 〇 、

将这个表达式代入 （

ｌ ． ｉ
） ， 得到

（Ｐ ２ （

ｚ
）

ｅ
２ ａ

ｉ

＋ ｐ １ （

ｚ
）

ｅ
ａ

ｉ

＋ ｐ 〇 （

ｚ
） ）

ｅ
ａ

ｉ
Ｚ


 （ｐ ２ （

ｚ
）
＋

ｐ＾ ｚ
）
＋

ｐ 〇 （

ｚ
） ）

ｅ
ｂ 〇＝０

，

所以Ｐ ２ （＞ ）＋ Ｐ ｉ （＞ ）＋ Ｐ ｏ （？ 
〇

， 不盾 ．

接下来讨论 ｎ２２ 的情形 ． 令

将 （

２ ． ４
） 写成

故

ｓ
ｉ
＝

 Ｐ ２ （＞ ） （

ｅ
ａ ａ


ｅ
ａ＋ ／

３ ２ ａ


ｅ
卢 ａ

＋十卢 ２ ａ

） ，

Ｓ
２
＝

 Ｐ ｉ （＞ ） （

ｅ
Ｓ ０


ｅ
５十卢 ２ ａ


ｅ
》 ａ

＋ ｅ
＾＋Ｓ ２ ａ

） ，

ｓ ３
＝

 ｐ 〇
（

ｚ
） （

ｅ
ａ＋ ｓ ２ ａ


ｅ
ｓ十卢 ２ ａ


ｅ
ｓ＋Ｓ ２ ａ

＋ ｅ
私 ２ ａ

） ，

（

Ｓ
ｌ＋ ｓ ２＋ｓ ３

）

ｅ
２ ａ



 （
Ｓ

ｌ
ｅ／

ａ

＋ｓ ２
ｅ／

ａ

＋ ｓ ３
ｅ／

ａ

）

ｅ
３ ａ

＝０
，

Ｓ
１ 十 ｓ

２ 十 ｓ ３
三 〇 ？

将 （

２ ． ６
） 和 （

２ ． １ ２
） 代入 （

２ ． １ ３
） ， 并注意到 ％

＝６
ｎ

， 得到

广 小
１＂ １

十 ｔｔ
１ ３

ｅ
２

（
６

？ｘ 广 丄
）
＾

１

十 ｔ ／４ ４
ｅ
ｎ ａ

ｉｘ＾
１

十 ｗ １ ５
ｅ

（
ｎ ａ

？ｘ ＋ （
６

ｉｘ 广ａ
？ｘ

１

十ｗ １ ６
ｅ

（
ｎ ａ

？ｘ ＋ ２
（
６

ｉｘ 广ａ
？ｘ

１

｜ ｜

＾ ＾ Ｑ
｛
＾ ｎａ

ｎ ＼ ｛
ｉ＞

ｎ ｉ
ａ
ｎ ｉ

） ）

ｚ

十 Ｍ ｉ ｇ
ｅ

（
２ｎ ａ

ｎ
＋ 

２
（
ｂ

？ｘ １ 
ａ

？ｘ １
 ） ）

之

三 ｜

其中

Ｕ
１ １
＝

Ｐ ２
（

ｚ
）

ｅ
°＾

ｎ２

＼Ｕ １ ２
＝

Ｐ ２
｛

ｚ
） （

ｅ
０

（
－

ｚ
ｎ２

）

＋ ６
° ＾

＂２

）

） ，ｕ １ ３
＝

ｐ ２
（

ｚ
）

ｅ
°＾

ｎ２

＼

Ｕ
１ ４
＝

Ｐ ｉ
（

ｚ
）

ｅ
°＾

ｎ２

＼＝

ｐ＾ ｚ
） ＾

０＾
２

） ＾
ｒ ｅ

０ ＾
ｎ２

）

） ，ｕ １ ６
＝

ｐ＾ ｅ
０＾

２

＼

ｕ
ｉ ７
＝

Ｐ ｏ
（

ｚ
）

ｅ
°

（
＇

ｚ
ｎ２

＼ｕ １ ８
＝

ｐ 〇
（

ｚ
） （

ｅ
０

（
＇

ｚ
ｎ


＼

ｅ
０＾

２

）

） ，ｕ １ ９
＝

ｐ 〇
（

ｚ
）

ｅ
°

（
＇

ｚ
ｎ２

＼

为了将引理 ２ ． ５ 应用于 （

２ ． １ ４
） ， 我们需要讨论常数 ａ

ｎ ｌ
７
ｎａ

ｎ 十
（
ｋｑ ａ

ｎ

２
（

＾
ｎ １ ＾

ｎ ｌ
） ？２ ？ｌｔｔ

ｎ ｜  （
ｂ
ｎ ｉ Ｃ Ｔ

ｎ ｌ
） ？

ｒ

＾ｌ （ｌ
ｎ  （ｐｎ  １ ＾

ｎ ｌ
） ？２ ？ｌｔｔ

ｎ  （
ｂ
ｎ  １ ＾

ｎ   １
）

取 ｉ  ｉ ）

． 分成 ８ 种子情形 ．

（

２ ． １ ２
）

（

２ ． １ ３
）

（

２ ． １ ４
）

（

２ ． １ ５
）

ｉ
） ，
ｎａ

ｎ＋

和ｎａｎ
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子情形 ６ ． １ 上面所有的常数都不是零 ．

不难看出 （

２ ． １句 满足引理 ２ ． ５ 的条件 ． 因此 叫 ９
＝

ｐ 〇
（命

０
（
，

２

） 三 ０
， 从而 ｐ 〇⑷ 三 ０

， 不盾 ．

子情形
６ ． ２ｎａ

ｎ十
（

６
ｎ ； ｌ ａ

ｎ ； ｌ
）
＝

０ ．

子情形
６ ． ３ｎａ

ｎ十 ２
（

６
ｎ ； Ｌ ａ

ｎ ； Ｌ
）
＝

０ ．

子情形
６ ． ４２ｎａ

ｎ十
（

６
ｎ ； ｌ ａ

ｎ ； ｌ
）
＝

０ ．

对于这 ３ 种子情形 ， 分别将 （

２ ． １ ４
） 写成

（

ｕ ｎ ＼
Ｗ

ｉ ５＋ ＾ ｉ ｇ
）
＋

 （

ｕ
＼ ２ ＼

ｎ ａ
ｎ
Ｚ

＼
Ｕ

ｉ ｓ ＾
＞

２ｎ ａ
ｎ
Ｚ

（

ｕ
ｉ ４ｕ

ｉ ｓ
）

ｅ
ｎ ａ

ｎ
Ｚ

＼
ｕ

＼ ＾
ｅ？

ｎ ａ
ｎ
Ｚ

三〇
，

｛
ｕ

＼ ＼ ＼
Ｕ

ｉ ｑ ）
＋ ＾ １ ２

？ ２
ａ
ｎ
Ｚｎ ａ，

ｎ
Ｚ

十
（

Ｗ
ｉ ４十 Ｗ ｉ ９

）

ｅ
ｎ ａ

？ｘ
２ ；

十 ｗ １ ５
ｅ
＾
ａ

？ｘ’
１

十 ｗ １ ７
ｅ
２ｎ ａ

？ｘ’
１

十 ｗ １ ８ ｅ
．
ｎ ａ

？ｘ
２ ；

１ｘ １

三０

和

（

ｗ ｕ十 ｗ １ ８
）
十

（

ｗ
１ ２十 ｗ １ ９

）

ｅ
２麗－’

１

十ｗ １ ３ ｅ
４麗－’

１

十 ｗ １ ４ ｅ
ｎ ａ ｎ ’

１

十 ｗ １ ５
ｅ

ｎ ａ
１

十 ｗ １ ６
ｅ

３ｎ ａ
？ｘ＾

１

十 ｗ １ ７
ｅ
２ ｎ ａ

？ｘ＾
１

三 ０ ．

由 引理 ２ ． ５ 可得 Ｗ
ｌ ３
＝

Ｐ ２ （

ｚ
）

ｅ
Ｇ

（
产

２

） 三 ０
， 不盾 ．

子情形 ６ ． ５Ｔｌ （ｌ
ｎ  （

ｂ
ｎ  １ ＾

ｎ   １
）

〇 ．

子情形
６ ． ６２ｎａ

ｎ  （

６
ｎ ！ ａ

ｎ ！ ）
＝

０ ．

子情形
６ ． ７ｎａ

ｎ ２
（

６
ｎ ； Ｌ ａ

ｎ ； Ｌ
）
＝

０ ．

对于这 ３ 种子情形 ， 分别将 （

２ ． １ ４
） 写成

Ｕ
１ １ ｛

ｕ
１ ２Ｕ

＼ ４ ：

）

＾
ｎ ａ

ｎ
Ｚ

＼
 （

ｕ
１ ３ｕ

１ ５Ｕ
＼ ＾

）

ｅ？
ｎ ａ

ｎ
Ｚ

＋
 （

ｕ
１ ６Ｕ

ｉ ｓ
）

ｅ
＾ｎ ａ

ｎ
Ｚ

十 ｗ １ ９
ｅ
４ｎ ａ

ｉｘ＾
１

三 ０
，

ｕ ｎ （

ｕ
１ ２

ｕ
ｉ ｒ ）

ｅ
２ ｎ ａ

ｎ
Ｚ
ｎ １

（

ｕ
１ ３ ｕ

１ ８ ）

ｅ
４ｎ ａ

ｎ
Ｚ
ｎ １

＋ ｗ
ｉ ４

ｅ
ｎ ａ

＾ ＾
１

＋ ｗ
ｉ ５

ｅ
３ｎａ

＾ ^

十 ｗ １ ６
ｅ
５ ｎ ａ

？ｘ＾
１

十 ｗ １ ９
ｅ
６ｎ ａ

？ｘ＾
１

三０

和

ｗ
ｉ ｉ＋ ｗ ｉ ２

ｅ
＾

ａ
，ｘ＾

１

 （

ｕ
１ ３ ＼

ｕ
１ ４

）

ｅ
ｎ ａ

ｎ
Ｚ
ｎ １


＼
Ｕ

ｌ ５
ｅ＾

ａ
ｎ
Ｚ
ｎ １

＼

（

ｕ
１ ６ ＼

ｕ
ｉ ｒ

）

ｅ
２ ｎ ａ

ｎ
Ｚ
ｎ

十 ｗ １ ８
ｅ＾

ａ
？ｘ’

１

十 ｗ １ ９
ｅ
３ｎ ａ

？ｘ
２ ；

１ｘ １

三０ ．

由 引理 ２ ． ５ 可得 Ｗ
ｌ ９
＝

Ｐ ０⑷ ｅ
０

（
，

２

）

三 ０
， 不盾 ．

子情形
６ ． ８６

ｎ ； ｌ ａ
ｎ ； ｌ

＝
０ ．

此时 ， 将 （

２ ． １ ４
） 写成

（

Ｗ
ｌ ｉ十 叫 ２十 叫 ３

）
十

（
叫 ４十 叫 ５十 Ｗ ｉ ６

）

ｅ
ｎａ

？ｘ ２ ；

十
（

Ｗ
１ ７十 Ｗ ｉ ｇ十 Ｗ ｉ ９

）

ｅ
２ｎ ａ

ｉｘ ２ ；

三０ ．

由这个式子和 引理 ２ ． ５ 得到 Ｗｕ＋ ｗ
１ ２＋ ｗ

１ ３
三 ０ ． 由 （

２ ． １ ３
） （

２ ． １ ５
）
以及 Ｗ

ｌ ｌ 十 叫 ２＋ ｗ
１ ３
三 ０ 可知

Ｓ
； ｌ

三 ０
，
也就是

ａ


ｅ

＜５ ＋
／

３  ２ ａ


ｅ
卢 ａ

ｅ
／
３＋ 卢 ２ ａ

＝
〇

两边同时乘 ｅ
２

＇ 得到

ｅ
＆＋ ａ


ｅ
ｄ＋ ／

３


ｅ
（

５＋ ａ

十 ｅ
／
３＋卢

三 〇
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即

（

ｅ
？


ｅ
／
３

） （

ｅ
ａ


ｅ
＾

）

＝
０

，

因此
，

ｅ
ａ

三 ｅ＇ 不盾 ．

情形７ｄｅｇ （

ａ ２
／
３

）＜ｎ ．

此时 ，

ａ
？
＝

２ ６
？

． 使用与情形 ２ 类似的方法 ， 将 （

２ ． ７
） 写成

（

ｗ
ｇ ｉ＋ ｗ；

９ ５ ）

ｅ
４ ６

ｒｉ
Ｚ

＋ （
ｗ

ｑ ２＋ ｗ ｇ ｅ ）

ｅ
３ ｂｎ Ｚ

＋ ｗ
ｇ ｓ

ｅ
２ ｂｎ Ｚ

＋ Ｗ
９ ４

ｅ
５ ６

ｒｉ
Ｚ
＝ ０

，

其中ｗ ９
ｊ

．

＝
ｗ ４

ｊ

＇

ｅ
０

（
ｚ

ｒｌ

）
（ｊ

＝１
，

２
，

． ． ．

，

６
）

． 由 引理２ ． ５可得

ｗ
９ ３
＝０

，Ｗ
９ １＋ Ｗ ９ ５

Ｅ０
，Ｗ

９ ２＋ Ｗ ｇ ｅ
＝

０ ． （

２ ． １ ６
）

由 ｗ
９ ３
Ｅ０ 和 （

２ ． ８
） ， 可得

ｐ ２ ｛

ｚ
）

＾ ｐ
＋ Ｐ ｌ ｛

ｚ
）

＾ ｐ
＋ ｐ ０ ｛

ｚ
）

ｅ
＾ ２

ｌ
ｉ
＝

０ ． （

２ ． １ ７
）

如果
ｄｅｇ 

ａ
＝ｄｅｇ  ／

？＝ｎ＞１
， 则  ／

？
， ／

§
 ／
？

，

＋
 ／

§ ２
／
３
和 ／

§ 卢 都是次数为
ｎ １的多项

式 ． 由 （

２ ． １ ７
） 和引理 ２ ． ５

， 可知 ０
， 不盾 ．

接下来讨论 ｄｅｇ 

ａ
＝ｄｅｇ ／

？ ＝１ 的情形 ． 此时

ａ
＝

２ ｂ
＼
ｚ＋ ａ 〇

，ｆ
３
＝ｂ

＼
ｚ＋６ 〇

， （

２ ． １ ８
）

其中 ＃
０ 是常数 ． 因此

ｗ
ｇ ｌ
＝

ｗ
４ １

ｅ
２ ａ 〇

，ｗ
９ ２
＝

ｗ
４ ２

ｅ
ａ 〇 ＋ ｂ 〇

，ｗ
９ ５
＝

ｗ
４ ５

ｅ
ａ 〇 ＋ ２ ｂ 〇

，ｗ
９ ６
＝

ｗ
４ ６

ｅ
３ ｂ 〇

． （

２ ． １ ９
）

由 （

２ ． １ ７
） 可得

ｐ ２
（

ｚ
）
＋ ｐ １

（

ｚ
）

ｅ
ｂ

ｌ

＋ ｐ 〇
（

ｚ
）

ｅ
２ ｂ

ｌ＝
０ ． （

２ ． ２０
）

将 （

２ ． ８
） ， （

２ ． １ ８
） 和 （

２ ． １ ９
） 代入ｗ ９ １＋ｗ ９ ５三 ０

， 得到

ｐ ２
（

ｚ
） （

ｅ
ａ

〇

＋ ｅ
２ ６

ｌ ＋ ２ ６ °

＋ｅ
６

ｌ ＋ ２ ６ °

）
＋ ｐ ｉ

（

ｚ
） （

ｅ
２ ６

ｌ ＋ ａ
〇

＋ ｅ
３ ６

ｌ ＋ ２ ６ °

＋ ｅ
６

ｌ ＋ ２ ６ °

）

＋
ｐ 〇 （

ｚ
） （

ｅ
４ ｂ

ｌ ＋ ａ
〇

＋ ｅ
３ ６

ｌ ＋ ２ ６ °

＋ ｅ
２ ６

ｌ ＋ ２ ６ °

）

＝
０ ． （

２ ． ２ １
）

由 （

２ ． ２０
） ， 得到Ｐ ｌ

（

ｚ
）

ｅ
ｂ

ｌ＝

（ｐ ２
（

ｚ
）
＋ ｐ ０

（

ｚ
）

ｅ
２ ｂ

ｌ

）

． 因此

ｐ １ （
ｚ

） （
ｅ
２ ｂ

ｌ ＋ ａ 〇

＋ ｅ
３ ６

ｌ ＋ ２ ６ °

＋ ｅ
６

ｌ ＋ ２ ６ °

）
＝

（ｐ ２ （
ｚ

）＋ ｐ 〇 （
ｚ

）

ｅ
２ ｂ

ｌ

） （
ｅ
ｂ

ｌ ＋ ａ 〇

＋ ｅ
２ ６

ｌ ＋ ２ ６ °

＋ ｅ
２ ６ °

）

． （

２ ． ２ ２
）

将 （

２ ． ２ ２
） 代入 （

２ ． ２ １
） ， 得到

（

ｅ
？

〇

ｅ
２ ６ °

） （

ｅ
ｂ

ｌ
ｌ

） （ｐ 〇
（

ｚ
）

ｅ
３ ｂ

＾
ｐ ２

（

ｚ
） ）

＝
０ ． （

２ ． ２ ３
）

如果
ｅ
ｂ

ｌ＝１
， 则 由 （

２ ． ２０
） 可得ｐ ２ （＞ ）

＋ Ｐ ｉ （＞ ）＋ Ｐ ｏ （？ 
〇

， 不盾 ．

如果 ｅ
ｂ

ｌ

＃
１

， 则 由 （

２ ． ２ ３
） 可得

（

ｅ
ａ 〇

ｅ
２ ｂ 〇

＾ｐ 〇＾ ｅ
３ ｂ

ｌ
ｐ ２

（

ｚ
） ） （

２ ． ２４
）

将 （

２ ． ８
） ， （

２ ． １ ８
） 和 （

２ ． １ ９
） 代入 ｗ

９ ２＋ｗ ９ ６
三 ０ 并使用与上面类似的证明方法 ， 可以得到

（

ｅ
？ 〇

ｅ
２ ６ °

） （ｐ 〇
（

ｚ
）

ｅ
６

１
ｐ ２

（

ｚ
） ）

＝
０ ． （

２ ． ２ ５
）

如果ｅ
ａ

。

＃
ｅ
２ ６

。

， 则 由 （

２ ． ２４
） 和 （

２ ． ２５
） 可以得到ｅ

２ ｂ
ｌ＝１

，
因此ｅ

ｂ
ｌ＝１或ｅ

ｂ
ｌ＝ １ ． 由

ｅ
ｂ

ｌ＝１
和 （

２ ． ２０
） 可以得到ｐ ２

（

ｚ
）
＋ 仍 （＞ ）

＋ ｐ ０
（

ｚ
）

三０
， 不盾 ． 由ｅ

ｂ
ｌ＝

１
， （

２ ． ２０
） 和 （

２ ． ２ ５
） 可以

得到 ｐ ２ （＞ ）
＋ Ｐ 〇 （？ 

〇
， 不盾 ．



５期 张然然等 ： ：＝：阶线性差分方程Ｗｉ屯解的唯
一

性 ８ ６ ３

如果 ｅ
ａ

。
＝

ｅ
２ ６ 。

， 由 （

２ ． １ ８
） 可以得到 ｅ

ａ
＝

ｅ
２

Ａ 因此由 （

２ ． １
） ， （

２ ． ３
） 和 （

２ ． １ ８
） 得到

Ｉ ^
／

 （

ｚ
）
＝＝ ｅ

ｗ
ｅ

ａ
ｅｆ

ｇ ｛

ｚ
）
＝

ｆ （

ｚ
）

ｅ
ａ
＝ ｅ

^
ｅ

ｅ

ｂ
ｉ
ｚ＾ ｂ 〇

ｂ
ｉ
ｚ   ｂ 〇

令 Ａ
＝ ｅ

６ 。

， 可知情况 （

ｉ ｉ

） 成立 ．

情形
８ｄｅｇ （

２ａ ３
／
？

）＜ｎ ．

由 （

２ ． ６
） ， 可得 ＝

｜
６
ｎ

． 使用与情形 ２ 类似的证明 ， 将 （

２ ． ７
） 写成

（

ｗ；

ｉ 〇 ｉ＋ ｗ １ ０ ６
）

ｅ
３ ｂ ｎ Ｚ

ｎ

＋ ｗ １ ０ ２
ｅ
ｉ

ｂｎ Ｚ
ｎ

＋ ｗ １ ０ ３ ｅ
２ ｂ ｎ Ｚ

ｎ

＋ ｗ １ ０ ４ ｅ
４ ｂｎ Ｚ

ｎ

＋ ｗ １ ０ ５
ｅＭｎ Ｚ

ｎ

＝
０

，

其中 切呵
＝

叫户
０

（
’

１

〉

（ ｊ
＝１

，

２
，

． ． ．

，

６
）

． 由 引理 ２ ． ５ 得到

切
１ ０３

三〇
，ｔ〇

ｌ 〇４
三〇

，ｔ〇
ｉ 〇 ｉ十 ｔ〇 ｉ 〇 ６

三０ ． （

２ ． ２ ６
）

由 ｔ（ ；

ｌ 〇３
三 ０ 和 （

２ ． ８
） ， 得到

Ｐ ２
（

ｚ
）

ｅ
卢 卢

十 Ｐ ｉ
（

ｚ
）

ｅ
’ 卢

十
２

／
３

三〇 ． （

２ ． ２ ７
）

与情形 ７ 类低 如果 ｄｅｇ ａ
＝ｄｅｇ ／

？＝ｎ＞１
， 可以得到 ｐ ２

（

ｚ
）

三
Ｐ ｉ （＞ ）

三
Ｐ ｏ （＞ ）

三 〇
， 不盾 ．

接下来我们讨论 ｄｅｇ
ａ
＝

ｄｅｇ ／
？＝１ 的情形 ． 此时

３

ａ
＝

豆
＋ ａ 〇

，［３
＝ｂ

＼
ｚ＋ ６ 〇

， （

２ ． ２ ８
）

其中 ＃
０ 是常数 ． 因此

ｗ
ｉ 〇３

＝
ｗ ４ ３ ｅ

２ ６ °

，ｗ
ｉ 〇 ４

＝
ｗ ４４ ｅ

２ ａ 〇 ＋ ６ ０

，ｗ
１ ０ １

＝
ｗ ４ １

ｅ
２ ａ 〇

，ｗ
１ ０ ６

＝
ｗ ４ ６ ｅ

３ ｂ 〇

． （

２ ． ２ ９
）

由 （

２ ． ２ ７
） 得到

ｐ ２ （
ｚ

）
＋ ｐ １ （

ｚ
）

ｅ
ｂ

ｌ

＋ ｐ 〇 （

ｚ
）

ｅ
２ ｂ

ｌ＝
０ ． （

２ ． ３０
）

由Ｗ １ 〇 ４
ｅ０

知ｗ ４ ４
ｅ ０ ． 将 （

２ ． ２ ８
） 代入ｗ ４ ４

ｅ０
， 得到

ｐ １
（

ｚ
）

ｅ
ｉ

ｂ
ｌ＝

（ｐ 〇
（

ｚ
）

ｅ
ｂ

ｌ

＋ ｐ ２
（

ｚ
） ）

．

将 （

２ ． ３ １
） 代入 （

２ ． ３０
） ， 得到

（

ｅ
ｉ

ｆｅ
ｌ

ｌ
） （ｐ 〇 （

ｚ
）

ｅ
＾

ｐ ２ （
ｚ

） ）

＝
０ ．

如果
ｅ ｌ

ｂ
ｌ＝１

， 则 由 （

２ ． ３０
） 得到ｐ ２ （＞ ）

＋ Ｐ ｉ （＞ ）＋ Ｐ ｏ （＞ ）

三〇
， 不盾 ．

如果 ＃
１

， 则 由 （

２ ． ３ ２
） 得到

ｐ 〇 （
ｚ

）

ｅ
ｉ

ｂ
ｌ＝

ｐ ２ （

ｚ
）

．

将 （

２ ． ３ ３
） 代入 （

２ ． ３０
） ， 得到

ｐ ｉ
（

ｚ
）

ｅ
ｂ

ｌ＝

ｐ ２
（

ｚ
） （

ｌ＋ｅ
ｉ

ｂ
ｌ

）

．

（

２ ． ３ １
）

（

２ ． ３ ２
）

（

２ ． ３ ３
）

（

２ ． ３４
）

将 （

２ ． ８
） ， （

２ ． ２ ８
） 和 （

２ ． ２９
） 代入Ｗ ｌ ０ １＋ｗ■ 三０

， 得到

ｐ ２
（

ｚ
） （

ｅ
２ ａ 。

６
１

６
１ 十 ３ ６ 。

）
＋ 仍 （＞ ）

６
１

６
１

（

６
２ ０ 。

ｅ
３ ６ 〇

）
＋ ｐ ０

（

ｚ
）

ｅ
ｌ

６
ｌ

（

ｅ
ｌ

６
ｌ ＋ ２ ａ 。

ｅ
３ ６ 。

）

三０ ． （

２ ． ３ ５
）

由 （

２ ． ３ ３
） （

２ ． ３５
） 并注意到 ｅ＃ １

＃
１

， 可以得到

（

ｅ
２ ａ 〇

ｅ
３ ｂ 〇

） （
ｅ
ｂ

ｌ
１

）

＝
０ ．

如果
ｅ
ｂ

ｌ＝１
， 则 由 （

２ ． ３０
） 可知 ｐ ２ （

ｚ
）
＋ Ｐ ｉ （

ｚ
）＋ Ｐ ｏ （

２
〇
三〇

， 不盾 ．

（

２ ． ３ ６
）
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ｐ 〇
（

ｚ
）

ｅ
２ ｂ

ｌ

＋ ｐ ｉ
（

＾
）

ｅ
５

１
＼ Ｐ ２

（

ｚ
）
＝

０
，

Ｐ ２ （
ｚ ） ｅ

２ ｂ
ｌ

＋ ｐ ｉ
（

＾
）

ｅ
５

１
＼ ｐ 〇

（

ｚ
）
＝

０ ．

如果
ｅ
２ ａ 。

＝
ｅ

３ ６ 。

， 由 （

２ ． ２８
） 得

ｅ
２ ａ

三ｅ＇故
ｅ
ａ

三 士 ｅ＾ ＋因此
， 由 （

２ ． ２
） ， （

２ ． ３
） 和 （

２ ． ２ ８
） 得到

ｆ （

ｚ
）
＝

（

ｉ＋ ６ ２ 卢
）

＝

（

ｅ
卢
士ｅ Ｍ

）
＝

（

ｅ
（
６

ｉ
ｚ＋ ６ 〇 ）

士 ｅ ｌ （
６

ｉ
ｚ＋ ６ 〇 ）

） ，Ｕ
 ｅ ／

３

（

± ｅ＾ １
）

＾ ； ＾ ｈ

３ （

ｚ
）
＝ １

）
＋１

＝

（

ｅ
６

ｌ
Ｚ十 ６

〇

± ｅ
＊ （

６
ｌ
Ｚ＋ ６

〇 ）

）

．

令 Ａ
＝ ｅ＃ 。

， 可知情况 （

ｉ ｉ ｉ

） 成立 ． 证取

３ 方程的两个解 ＣＭ 分担三个值

Ｎｅｖａｎ ｌ ｉｍｍ
＿ 研究了具有 ３ 个判别 ＣＭ 公共值的不同亚纯函数的最大个数 ， 得到如下结果 ．

定理 ３ ． １＿至多存在两个不同 的非常数亚纯函数 ， 具有 ３ 个判别的 ＣＭ 公共值 ．

由定理 ３ ． １
，

一

个 自然的问题是 ： 二阶差分方程 （

１ ． １
） 是否存在两个具有 ３ 个判别的 ＣＭ 公

共值的不同亚纯解 ？ 答案是肯定的 ， 值由下面结果可知这只发生在特殊情景 ．

定理 ３ ． ２ 令 巧 （＞ ） ， 仍 （＞ ） ，列 （＞ ） 为非零多项式ｉ满足 ｐ ２
（

ｚ
）
＋ 仍 （＞ ）

＋ ｐ 〇
（

ｚ
） 幸 ０ ． 假设 ／ （

ｚ
）

和 办 ） 是方程 （

１ ． １
） 的两个不同的有限级超越亚纯解 ． 如果 ？ ） 和 ／Ｗ

ＣＭ 分担 ０
，

１
，

〇〇
， 则以

下情况之
一

必成立 ：

⑴ 方程 （

１ ． １
） 的形式为

ｙ ｛

ｚ＋ ２
）  （

ｅ
ｂ

ｌ

＋ｅ
ｂ

ｌ

 ） ｙ （

ｚ＋１
）
＋ ｙ ｛

ｚ
）
＝

０
，

／ （

ｚ
）
＝

士
ｅ
ｋ

Ｓ 办 ）

＝ Ａｅ
６

ｌ
Ｚ

， 其中 ｈ 是常数 满足 ｅ
ｆｃ

ｉ

＃
１

，
Ａ 是非零常数

；

（

ｉ ｉ

） 方程 （

１ ． １
） 的形式为

Ｐ ２
（

ｚ
） ｙ （

ｚ＋ ２
）
＋

 （ｐ 〇
（

ｚ
）
＋

ｐ ２
（

ｚ
） ） ｙ （

ｚ＋１
）
＋

ｐ 〇
（

ｚ
） ｙ （

ｚ
）
＝

０
，

／ （

ｚ
）
＝

＞
（
２ ｆｃ＋ １

〉
謂

ｉ
？ ）

＝
▲⑶叫

謂

， 其中 左 是整数 ，

义 是非零常数 ， 和 巧Ｗ 是非零

多项式１１满足 ｐ ２ （＞ ）
＋ Ｐ 〇 （＞ ） 吴 〇

；

（

ｉ ｉ ｉ

） 方程 （

１ ． １
） 的形式为

ｙ （
ｚ＋ ２

）＋ ｙ （
ｚ＋１

）
＋ ｙ （

ｚ
）
＝

０
，

ｙ
 （

之
）

＝ 士 丄 ｅ 

（ ｆ
ｈ ｉ＋ Ｓｍ Ｔｒ ｉ

）

之 １

＾
（

＾
ｋ ７Ｔ ｉ

＼
４ｍ ７ ｒ ｉ ） ｚ

曰 ＾ （

之
）

＝ 士
爪兀 〇 

之

＾
２

＾
（ ｜

ｆｃ ７ｒ ｉ＋ ４ｍ ７ ｒ ｉ

）

２ ；

中 ｍ 是整数Ｓ满足 ３
｛ 卜 Ａ 是非零常数 ．

注 ３ ． ３ 方程 （

１ ． １
） 的两个 ＣＭ 分担 ０

，

１
，

〇〇 的有限级超越亚纯解必为整函数 ．

定理 ３ ． ２ 的证明 在定理 ３ ． ２ 的条件下 ， （

２ ． １
） （

２ ． ３
） 仍然成立 ． 由 定理 ２ ． １ 的证明可知

ｄｅｇ 

ａ
＝ｄｅｇ  ／

？＝１ｉｅ
ａ

ｅｅ
２

／
３

或
ｅ
２ ａ

ｅｅ
３

／
３

＋令 ／
？＝

ｈ ｚ＋ ６ 〇 （ｈ＃
０

）

． 分两种情形讨论 ．

情形 １ｅ
ａ

ｅｅ
２

义 此时

ｆ （

ｚ
）
＝

ｊ
ｅ

ｂ＾

， （

３ ． １
）

ｇ （

ｚ
）

＝ Ａｅ
ｂ＾

， （

３ ． ２
）

其中 Ａ
＝ ｅ

６ 。 是非零常数 ． 将 （

３ ． １
） 和 （

３ ． ２
） 代入 （

１ ． １
） ， 得到

３



４

３

３
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从 （

３ ． ３
） 中减去 （

３ ． ４
） ， 得到

（

ｅ
２ ｂ

ｌ
ｌ

）ｐ ｏ
（

ｚ
）
＝

 （

ｅ
２ ｂ

ｌ
ｌ

）ｐ２
（

ｚ
）

． （

３ ． ５
）

显然
ｅ
ｂ

ｌ

＃
１

， 否则 ， 由 （

３ ． ４
） 得到＋ Ｐ ｉ （＞ ）

＋ Ｐ ｏ （＞ ）

三〇
， 不盾 ．

如果也有
ｅ
ｂ

ｌ

＃
１

， 则 由ｅ
２ ｂ

ｌ

＃
１
和 （

３ ． ５
） 可得 ｐ ２ （？ Ｐ ｏ （＞ ）

． 将 Ｐ ２ （？ Ｐ ｏ （＞ ） 代入 （

３ ． ３
） ，

得 仍⑷ ＝

（

ｅ
ｂ

ｌ

＋ ｅ
ｂ

ｌ

）ｐ ２
（

ｚ
）

． 因此 ⑴ 成立 ．

如果 ｅ
ｂ

ｌ＝
１

， 则 ｈ
＝

（

狄 ＋ｌ
）

７ｒ ｉ
， 其中 Ａ ： 是整数 ． 由 （

３ ． ３
） ， 得到 仍 （？ ＾

５
２ （＞ ）

＋ Ｐ ｏ （＞ ）

． 因

此
（

ｉ ｉ

） 成立 ．

情形 ２ｅ
２ ａ

Ｅ ｅ
３
Ａ 此时

＝±Ａｅ
ｌ

ｂ
ｌ
Ｚ


Ａ
２

ｅ
６

ｌ
Ｚ

，

（

３ ． ６
）

（

３ ． ７
）

其中 Ａ ＝ ｅ＞ 是非零常数 ． 将 （

３ ． ７
） 代入方程 （

１ ． １
） ， 得到

Ａ
（Ｐ ２

（

ｚ
）

ｅ
２ ６

１

＋ Ｐ ｌ
（

ｚ
）

ｅ
ｂ

ｌ

＋ Ｐ ｏ
（

ｚ
） ）

ｅ
６

ｌ
Ｚ

±
 （Ｐ ２

（

ｚ
）

ｅ
ｂ

ｌ

＋ 仍 （

ｚ
）

ｅ
＃ １

＋ Ｐ ｏ
（

ｚ
） ）

ｅ
＃ ｌ

Ｚ

三０ ．

（

３ ． ８
）

令 Ｂ＝ ｅ＃ １

， 由 （

３ ． ８
） 和引理 ２ ． ５ 可得

Ｐ ２ （
ｚ

）

Ｂ
４

＋ ｐ １ （
ｚ

）

Ｂ
２

＋ ｐ 〇 （
ｚ

）

＝
０

，Ｐ ２
｛

ｚ
）

Ｂ
２

＋ ｐ １ （
ｚ

）

Ｂ＋ ｐ 〇 （
ｚ

）

＝
０ ．

（

３ ． ９
）

显然 ，

Ｂ
￥

０
， 同时也有 Ｂ

￥
± １ ． 否则 ， 如果 Ｂ＝１ 或 Ｂ＝

１
， 由 （

３ ． ９
） 得到 ｐ ２

（

２
〇＋Ｐ ｉ

（

２
〇＋Ｐｏ

（

２
〇
三

〇
， 不盾 ．

类似地 ， 将 （

３ ． ６
） 代入 （

１ ． １
） 并应用 引理 ２ ． ５ 可得

ｐ ２ （
ｚ

）
＋ ｐ １ （

ｚ
）

Ｂ
２

＋ ｐ 〇 （
ｚ

）

Ｂ
４
＝

０

ｐ ２
（

ｚ
）
＋ ｐ ｉ （

ｚ
）

Ｂ ＋ ｐ 〇
（

ｚ
）

Ｂ
２
＝

０ ． （

３ ． １ ０
）

由 （

３ ． ９
） 和 （

３ ． １ ０
） 可得如下关于 列 （

２
〇 ， 仍 （

２
〇 ， 巧 （

２
〇 的线性方程组 ．

（ Ｂ
４

ｐ 〇 （
ｚ

）
＋ Ｂ

２

ｐ １ （
ｚ

）
＋

ｐ ２ （
ｚ

）

＝
０

，

＜Ｂ
２

ｐ 〇 （
ｚ

）
＋ Ｂｐ＾ ｚ

）
＋ ｐ ２ （

ｚ
）

＝
０

， （

３ ． １ １
）

［ ｐ 〇 （
ｚ

）
＋Ｂｐ ｘ

｛

ｚ
）
＋ Ｂ

２

ｐ ２
｛

ｚ
）

＝
０ ．

将方程组 （

３ ． １ １
） 的系数矩阵的行列式记为 ｄｅ ｔ⑷ ， 则

Ｂ
４

Ｂ
２ １ １ ＢＢ

２

１Ｂ Ｂ
２

ｄｅ ｔ
（

Ａ
）

＝ Ｂ
２

Ｂ １ Ｂ
２

Ｂ １ ０Ｂ Ｂ
３

Ｂ
４

１ ＢＢ
２

Ｂ
ａ

Ｂ
２ １ ０Ｂ

２
Ｂ

５

Ｂ
６

１ Ｂ Ｂ
２

１Ｂ Ｂ
２

（

１ Ｂ
２

） （

ｌ Ｂ
３

）

０ Ｂ １＋ Ｂ
２

＝

（

１ Ｓ
２

） （

ｌ Ｂ
３

）

０Ｂ ｌ＋ Ｂ
２

０ Ｂ
２

ｌ＋ Ｂ
３

００ ｌ Ｂ

因此ｄｅｔ
（

Ａ
）
＝Ｂ

（

Ｂ
３


１
） （

Ｂ
２

１
） （

Ｂ １
）

．

注意到 Ｂ
＃

０
， 
± １

， 如果 Ｂ
３

＃
１

， 则 ｄｅｔ
（

Ａ
）＃

０ ． 因此由 Ｃ ｒ ａｍｅｒ 法则知 ， 方程组 （

３ ． １ １
） 只存

在
一

个解 ， 即 Ｐ 〇 （＞ ）

三 三
Ｐ ２ （＞ ）

三 〇
， 不盾 ．

如果 Ｂ
３
＝１

，
注意到 Ｂ

＃
１

， 可知 Ｂ＝ｅ ｆ
ｆｃ

＇ 其中 是整数Ｓ 
３

十
ｆｃ ． 因此

＞

＝

悬
ｈ ｉ＋ ２ｍｈ

，

其中 ｍ 是整数 ． 将 Ｂ
３
＝１ 代入方程组 （

３ ． １ １
） 并注意到 Ｂ

＃
０

， 
± １

， 可得

Ｖ ２ ｛

ｚ
）
＝

Ｐ ｉ （

ｚ
） ，ｐ 〇 （

ｚ
）
＝

（

Ｂ
１

＋ Ｂ
）Ｐ ｌ （

ｚ
）

．
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又Ｂ＝ｅ＃乂 其中是整数Ｓ３
仏 故

Ｂ
１

＋ Ｂ＝ｅ 鲁
＾

＋ ｅ
ｌ
—

＝ １ ． 从而Ｐ ０
（

ｚ
）
＝

Ｐ ｌ
（

ｚ
）

＝

灼 （吨 方程 （

１ ． １
） 变为

ｙ （
ｚ＋ ２

）
＋

ｙ （
ｚ＋１

）
＋ ｙ （

ｚ
）
＝

０ ．

将 和 ｉ
＝＋ ２ｍ ７ｒ ｉ 代入 （

３ ． ６
） 和 （

３ ． ７
） ， 可知 （

ｉ ｉ ｉ

） 成立 ． 证取
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，Ｍａ ｔｈ ．Ｐｒｏ ｃ ．Ｃａｍ ｂ ｒ ｉ ｄｇ ｅＰｈ ｉ ｌ ｏｓ ．

Ｓ ｏ ｃ ．

，２ ００ ７ ，１ ４ ２ （
１

）

：１ ３ ３ １ ４ ７ ．

［

３
］

Ｂ ｒｏ ｓｃ ｈＧ ．

，Ｅ ｉｎｄｅ ｕ ｔ ｉｇｋｅ ｉｔ ｓ ｓａｔ ｚ ｅｆｉ ｉ ｒｍｅｒｏｍｏ ｒｐｈ ｅＦｕ ｎｋｔ ｉｏ ｎｅ ｎ
，Ｔ ｈｅ ｓ ｉ ｓ

，Ｔｅｃｈ ｎ ｉ ｃ ａ ｌＵ ｎ ｉｖｅｒ ｓ ｉｔｙ
ｏ ｆ Ａａｃｈ ｅｎ

，１ ９ ８ ９ ．

［

４
］

Ｃ ｈａ ｒａｋＫ ．Ｓ ．

，Ｋｏ ｒ ｈｏ ｎｅ ｎＲ ．Ｊ ．

，Ｋｕｍａ ｒＧ ．

，Ａｎ ｏｔ ｅ ｏ ｎ
ｐａ ｒｔ ｉａ ｌ ｓ ｈａ ｒ ｉ ｎｇ

ｏ ｆ ｖａ ｌ ｕｅ ｓ ｏ ｆ ｍｅｒｏｍｏ ｒｐ ｈ ｉ ｃｆｕ ｎｃ ｔ ｉｏｎ ｓ ｗ ｉｔ ｈ

ｔ ｈ ｅ ｉ ｒｓ ｈ ｉ ｆｔ ｓ
，Ｊ ．Ｍａ ｔｈ ．Ａ ｎ ａ ｌ ．Ａｐｐ ｌ

，２ ０ １ ６
，
４ ３５

（
２

）

：１ ２４ １ １ ２ ４ ８ ．

［

５
］

Ｃ ｈｅ ｎＺ ．Ｘ ．

，Ｏ ｎｔ ｈ ｅｄ ｉｆｆｅｒｅ ｎ ｃ ｅｃｏ ｕ ｎｔ ｅｒｐ ａｒｔｏ ｆＢ ｒ ｉＡ ｃｋ ＾ｃ ｏ ｎ
ｊ
ｅ ｃｔ ｕ ｒｅ

，Ａ ｃ ｔ ａＭａ ｔｈ ．Ｓ ｃ ｉ ．

，Ｓ ｅ ｒ ．Ｂ
，２ ０ １ ４

，３４ （
３

）
：

６ ５ ３ ６ ５ ９ ．

［

６
］

Ｃ ｈｅ ｎＺ ．Ｘ ．

，Ｃ ｏｍｐ ｌｅｘＤ ｉｆｆｅ ｒｅ ｎ ｃ ｅ ｓａ ｎｄＤ ｉｆｆｅ ｒ ｅ ｎｃ ｅＥｑｕａｔ ｉｏ ｎ ｓ
，Ｓ ｃ ｉｅ ｎ ｃ ｅＰ ｒ ｅ ｓｓ

，Ｂ ｅ ｉ
ｊ

ｉ ｎｇ ，２０ １ ４ ．

［

７
］

Ｃ ｈ ｉａ ｎｇＹ ．Ｍ ．

，Ｆｅ ｎｇＳ ．Ｊ ．

，Ｏ ｎｔ ｈ ｅＮｅｖａ ｎ ｌ ｉ ｎ ｎａｃ ｈａ ｒａｃ ｔ ｅｒ ｉ ｓｔ ｉ ｃｏ ｆｆ （

ｚ＋ｖ ）ａ ｎ ｃ＾ｄ ｉｆｆｅ ｒ ｅｎ ｃｅｅｑ ｕａｔ ｉｏ ｎ ｓ ｉ ｎｔ ｈ ｅ

ｃｏｍｐ ｌｅｘ
ｐ ｌａｎ ｅ

，Ｒａｍａｎｕｊ ａｎＪ ．

，２ ０ ０ ８ ，１ ６ （
１

）
：１ ０ ５ １ ２ ９ ．

［

８
］

Ｃ ｕ ｉＮ ．

，Ｃ ｈｅ ｎＺ ．Ｘ ．

，Ｔｈ ｅｃｏ ｎ
ｊ
ｅ ｃｔ ｕ ｒ ｅｏ ｎｕｎ ｉｔｙｏ ｆｍｅｒｏｍｏ ｒｐ ｈ ｉ ｃｆｕ ｎｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓｃ ｏ ｎｃ ｅｒ ｎ ｉｎ ｇｔ ｈ ｅ ｉ ｒｄ ｉｆｆｅ ｒｅｎ ｃｅ ｓ

，Ｊ ．

Ｄ ｉｆｆｅ ｒｅ ｎ ｃ ｅＥ
ｑ
ｕ ．Ａｐｐ Ｌ ，２０ １ ６

，２ ２ （
１ ０

）
：１ ４ ５ ２ １ ４ ７ １ ．

［

９
］

Ｇ ｒｏ ｓ ｓＦ ．

，Ｆａｃ ｔ ｏｒ ｉ ｚａｔ ｉｏｎｏｆ Ｍ ｅ ｒｏｍｏｒｐ ｈ ｉ ｃＦｕ ｎｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓ
，Ｕ ．Ｓ ．Ｇ ｏｖｅｒ ｎｍｅ ｎｔＰ ｒ ｉ ｎｔ ｉ ｎ ｇ

Ｏ ｆｆｉ ｃ ｅ
，Ｗａ ｓ ｈ ｉ ｎｇｔ ｏ ｎ

，１ ９ ７ ２ ．

［

１ ０
］

Ｇ ｕ ｎｄ ｅｒ ｓｅ ｎＧ ．

，Ｍ ｅ ｒｏｍｏ ｒｐｈ ｉｃｆｕ ｎ ｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓ ｔ ｈ ａｔｓ ｈ ａｒｅ ｆｏ ｕ ｒｖａ ｌ ｕｅ ｓ
，Ｔｒａｎｓ ．Ａｍ ｅ ｒ ．Ｍａ ｔｈ ．Ｓｏ ｃ ．

，１ ９ ８ ３
，２ ７ ７ （

２
）

：５ ４ ５

５ ６ ７ ．

［

１ １
］

Ｈ ａ ｌｂ ｕ ｒｄＲ ． Ｇ ．

，
Ｋｏ ｒ ｈｏ ｎｅ ｎＲ ．Ｊ ．

，
Ｇ ｒｏｗｔ ｈ ｏ ｆ ｍｅｒｏｍｏ ｒｐ ｈ ｉｃ ｓｏ ｌ ｕｔ ｉｏｎ ｓ ｏ ｆ ｄ ｅ ｌａｙ 

ｄ ｉｆｆｅ ｒｅｎｔ ｉａ ｌ ｅｑｕ ａｔ ｉｏ ｎ ｓ
，Ｐｒｏ ｃ ．Ａｍ ｅ ｒ ．

Ｍａ ｔｈ ．Ｓｏ ｃ ．

ｙ２ ０ １ ７
，１ ４ ５ （

６
）

：２ ５ １ ３ ２ ５ ２ ６ ．

［

１ ２
］

Ｈ ａ ｌｂ ｕ ｒｄＲ ．Ｇ ．

，Ｋｏ ｒ ｈｏ ｎｅ ｎＲ ．

，Ｆ ｉｎ ｉｔｅ ｏ ｒｄ ｅｒｍｅｒｏｍｏｒｐ ｈ ｉ ｃｓｏ ｌ ｕ ｔ ｉｏ ｎ ｓａ ｎｄｔ ｈｅｄ ｉｓ ｃ ｒ ｅｔ ｅＰａ ｉｎ ｌｅｖｅｅｑｕ ａｔ ｉｏｎ ｓ
，Ｐｒｏ ｃ ．

Ｌ ｏｎ ｄ ｏｎＭａ ｔｈ ．Ｓｏ ｃ ．

，２０ ０ ７ ，９４ （
２

）

：４ ４ ３ ４ ７４ ．

［

１ ３
］

ＨａｙｍａｎＷ ．Ｋ ．

，Ｍ ｅ ｒｏｍｏ ｒｐ ｈ ｉ ｃＦｕ ｎ ｃｔ ｉｏｎ ｓ
，Ｃ ｌａ ｒｅ ｎｄｏ ｎＰ ｒ ｅ ｓ ｓ

，Ｏ ｘｆｏ ｒｄ
，１ ９ ６ ４ ．

［

１ ４
］

Ｈ ｅ ｉｔ ｔ ｏｋａ ｎｇａ ｓ Ｊ ．

， 
Ｋｏｒ ｈ ｏ ｎｅ ｎ Ｒ ．

，
Ｌａ ｉｎ ｅ  Ｉ ．

， 
Ｒ ｉｅｐｐｏ Ｊ ．

，
Ｚ ｈ ａｎ ｇ 

Ｊ ．Ｌ ．

， 
Ｖａ ｌ ｕｅ ｓ ｈａ ｒ ｉ ｎｇ 

ｒｅ ｓｕ ｌｔ ｓ ｆｏｒ ｓ ｈ ｉ ｆｔ ｓ ｏ ｆ ｍｅ ｒｏｍｏｒｐ ｈ ｉ ｃ

ｆｕ ｎｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓ
，
ａ ｎｄｓ ｕｆｆｉ ｃ ｉｅ ｎｔｃ ｏｎｄ ｉｔ ｉｏ ｎｆｏ ｒ

ｐ ｅ ｒ ｉｏｄ ｉ ｃ ｉｔｙ ，Ｊ ．Ｍａ ｔｈ ．Ａｎ ａ ｌ ．Ａｐｐ Ｌ ，２０ ０ ９
，３ ５ ５ （

１
）

：３ ５ ２ ３ ６ ３ ．

［

１ ５
］

Ｈ ｕＰ ．Ｃ ．

，Ｗａｎ ｇＱ ．Ｙ ．

，Ｏ ｎｕ ｎ ｉ ｃ ｉｔｙｏ ｆｍｅ ｒｏｍｏ ｒｐ ｈ ｉｃｓｏ ｌｕ ｔ ｉｏ ｎ ｓｏ ｆ ｄ ｉｆｆｅ ｒ ｅｎｔ ｉａ ｌ ｄ ｉｆｆｅ ｒ ｅ ｎｃ ｅｅｑｕ ａｔ ｉｏｎ ｓ
，Ｊ ．Ｋ ｏ ｒｅ ａｎ

Ｍａ ｔｈ ．Ｓｏ ｃ ．

，２０ １ ８
，５ ５ （

４
）

：７８ ５ ７ ９ ５ ．

［

１ ６
］

Ｉ ｓ ｈ ｉｚ ａｋ ｉＫ ．

，Ｙａｎａｇ ｉ ｈａ ｒａＮ ．

，Ｗ ｉｍａｎ Ｖａ ｌ ｉ ｒｏ ｎｍｅｔ ｈｏｄｆｏｒｄ ｉｆｆｅ ｒ ｅｎ ｃｅｅｑｕａｔ ｉｏ ｎ ｓ
，Ｎａｇ ｏ ｙ ａＭａ ｔｈ ．Ｊ ．

，２ ０ ０４ ，１ ７ ５ ：

７ ５ １ ０ ２ ．

［

１ ７
］

Ｌ ａ ｉ ｎ ｅ  Ｉ ．

，
Ｙａｎ ｇ

Ｃ ．Ｃ ．

，Ｃ ｌ ｕ ｎ ｉｅ ｔ ｈｅｏｒ ｅｍｓ ｆｏ ｒ ｄ ｉｆｆｅｒ ｅ ｎ ｃ ｅ ａ ｎｄ
＾ ｄ ｉｆｆｅｒｅ ｎ ｃ ｅ

ｐｏ ｌｙｎｏｍ ｉａ ｌｓ
，Ｊ ．Ｌ ｏｎ ｄ ．Ｍａ ｔｈ ．Ｓｏ ｃ ．

，２０ ０ ７ ，

７ ６
（
３

）
：５ ５ ６ ５ ６ ６ ．

［

１ ８
］

Ｚ ｈａ ｎ ｇ
Ｊ ．

，Ｌ ｉａｏＬ ． Ｗ ．

，Ｅ ｎｔ ｉｒ ｅ ｆｕ ｎ ｃｔ ｉｏｎ ｓ ｓ ｈａ ｒ ｉｎ ｇ 
ｓｏｍｅ ｖａ ｌ ｕｅ ｓ ｗ ｉｔ ｈ ｔ ｈｅ ｉ ｒ ｄ ｉｆｆｅｒ ｅ ｎｃ ｅ ｏｐ ｅｒａｔ ｏｒ ｓ

，Ｓ ｃ ｉ ．Ｃｈ ｉｎ ａＭａ ｔｈ ．

，

２ ０ １ ４
，５ ７ （

１ ０
）

：２ １ ４ ３ ２ １ ５ ２ ．

［

１ ９
］

Ｍ ｕｅ ｓＥ ．

，Ｍ ｅ ｒｏｍｏ ｒｐ ｈ ｉ ｃｆｕ ｎ ｃｔ ｉｏｎ ｓｓ ｈａ ｒ ｉｎ ｇ 
ｆｏ ｕ ｒ ｖａ ｌ ｕｅ ｓ

，Ｃｏｍｐ ｌ ｅ ｘＶａｒ ｉ ａ ｂ ｌ ｅ ｓ
，１ ９８ ９

，１ ２ （
１ ４

）
：１ ６ ７ １ ７ ９ ．

［

２ ０
］

Ｎ ｅｖａ ｎ ｌ ｉ ｎ ｎ ａＲ ．

，ＬｅＴ ｈ ｅｒ ｅｍｅｄ ｅＰ ｉｃ ａ ｒｄ Ｂ ｏ ｒｅ ｌ ｅｔ ｌａｔ ｈ ｅｏｒ ｉ ｅｄｅ ｓｆｏ ｎ ｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓｍｅ ｒｏｍｏｒｐ ｈｅ ｓ
，Ｐａ ｒ ｉ ｓ

，１ ９ ２ ９ ．

［

２ １
］

Ｗａｎｇ
Ｓ ．Ｐ ．

，Ｏ ｎｍｅｒｏｍｏｒｐ ｈ ｉ ｃｆｕ ｎ ｃｔ ｉｏ ｎ ｓ ｔ ｈ ａｔ ｓ ｈａ ｒｅ ｆｏ ｕ ｒ ｖａ ｌ ｕｅ ｓ
，Ｊ ．Ｍａ ｔｈ ．Ａ ｎ ａ ｌ ．Ａｐｐ ｌ ．

，１ ９ ９ ３
，１ ７３ （

２
）

：３ ５ ９ ３ ６ ９ ．

［

２ ２
］

ＹａｎｇＣ ．Ｃ ．

，Ｙ ｉＨ ．Ｘ ．

，Ｕ ｎ ｉｑｕｅ ｎｅ ｓ ｓＴ ｈ ｅｏ ｒｙ
ｏ ｆ Ｍ ｅｒｏｍｏ ｒｐｈ ｉ ｃＦｕ ｎｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓ

，Ｋ ｌｕｗｅｒＡ ｃ ａｄ ｅｍ ｉ ｃＰ ｕｂ ｌ ｉｓ ｈ ｅｒ ｓＧ ｒｏ ｕｐ ，

Ｄ ｏ ｒｄ ｒｅ ｃｈｔ
，２０ ０ ３ ．

［

２ ３
］

Ｙａｎｇ
Ｌ ．

，Ｖａ ｌ ｕｅＤ ｉ ｓｔ ｒ ｉｂｕ ｔ ｉｏ ｎＴ ｈｅｏ ｒｙ
ａ ｎｄＮ ｅｗＲｅｓ ｅａ ｒｃ ｈ

 （
ｉ ｎＣ ｈ ｉ ｎｅ ｓ ｅ

） ，Ｓ ｃ ｉｅｎ ｃｅＰ ｒ ｅ ｓｓ
，Ｂ ｅ ｉ

ｊ
ｉ ｎ ｇ ，１ ９ ８ ２ ．

［

２４
］

Ｚ ｈ ｅｎ ｇ
Ｊ ．Ｈ ．

，Ｋｏｒ ｈ ｏｎ ｅｎＲ ．

，Ｓ ｔ ｕｄ ｉｅ ｓ ｏ ｆ ｄ ｉｆｆｅｒ ｅ ｎｃ ｅ ｓｆｒｏｍｔ ｈ ｅ
ｐｏ ｉ ｎｔｏｆ ｖ ｉ ｅｗｏ ｆ Ｎｅｖａｎ ｌ ｉｎ ｎａｔ ｈ ｅｏ ｒｙ ，Ｔｒａｎｓ ．Ａｍ ｅ ｒ ．

Ｍａ ｔｈ ．Ｓｏ ｃ ．

ｙ２ ０ ２ ０
，３ ７３ （

６
）

：４ ２ ８ ５ ４ ３ １ ８ ．


